
����������[������������������[]� ����������� → ��������]

��������������������������������������������
Consider a trous given by parametric equations:

���[θ_� ϕ_] �= {(� + ���[θ]) ���[ϕ]� ���[θ]� (� + ���[θ]) ���[ϕ]}

���[{θ_� ϕ_}] �= ���[θ� ϕ]

The Jacobi matrix gives two tangent vectors to the surface, which we can normalize to obtain two 

unit tangent vectors. 

��[�_][{�_� �_}] �= ��������� /@ �[�[�� �]� {{�� �}}] /� {� → �� � → �} // ���������

��[���][{�� �}] // �

{{-��������� ��������� ��������}� {-��������� ��� -��������}}

��[�_][{�_� �_}] �=

-�������������� @@ ���������[�[�[�� �]� {{�� �}}]] /� {� → �� � → �}

��[���][{��� -��}]

{�� �� �}

�������[�_][{�_� �_}] �= �����[����[{�[�� �]� �[�� �] + ##}� ���]] � /@ ��[�][{�� �}]

��������[�_][{�_� �_}] �= �����[����[{�[�� �]� �[�� �] + ��[�][{�� �}]}� ���]]

��� = �������������������[θ� ϕ]� {θ� -��� ��}� {ϕ� -��� ��}� ���� → ������

���� → ����� ������������� → ���������[�������[���]� �����] ��



����������[

����[���� ����������[{������ ���� ����������[�����]� ��������[���][�]}]�

��������� → {{-�� �}� {-�� �}� {-�� �}}]�

{{�� {�� �}}� {-��� -��}� {��� ��}� ��������}� ��������������� → ����]

�
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����������[����[���� ����������[

{������ ���� ����������[�����]� ��������[���][�]� ����� �������[���][�]}]�

��������� → {{-�� �}� {-�� �}� {-�� �}}]�

{{�� {�� �}}� {-��� -��}� {��� ��}}� ��������������� → ����]

�

�����������������������
Let  f : D→ ℝ3 be a coordinate patch for a surface S⊂ℝ3 and D is an open disk in ℝ2.  We define 4 

functions on D. 

��[�_][�_� �_] �= ���������(���)
[�� �]��(���)

[�� �]

��[�_][�_� �_] �= ���������(���)
[�� �]��(���)

[�� �]

��[�_][�_� �_] �= ���������(���)
[�� �]��(���)

[�� �]

��[�_][�_� �_] �= ��[�][�� �] ��[�][�� �] - ��[�][�� �]�
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���������������

����������[�_][�_� �_] �= ��[�][�� �] ⅆ�� + � ��[�][�� �] ⅆ� ⅆ� + ��[�][�� �] ⅆ��

����������[���][�� �]

ⅆ�� + (� + ���[�])� ⅆ��

���[�_][�_� �_] �= � {���[�] ���[�]� ���[�] ���[�]� ���[�]}

����������[���[�]][�� �]

�� ���[�]� ⅆ�� + �� ⅆ��

�����[�_� �_] �= {�� �� ��� - ���}

����������[�����][�� �]

� + � �� ⅆ�� - � � � ⅆ� ⅆ� + � + � �� ⅆ��

��[�����][�� �] // ��������

� + � �� + � ��

������������������

�������[�_][�_� �_] �= ���(�� �) ���(�� �) - ���(�� �)�

�������[���][�� �]

(� + ���[�])�

���[�_][θ_� ϕ_] �= � {���[θ] ���[ϕ]� ���[ϕ] ���[θ]� ���[ϕ]}
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�������������������[�][θ� ϕ]� {θ� �� � ��}� ϕ� -��  �� ��  �

��������� > ��

������������������������[���[�]][�� �]� {�� �� � ��}� �� -��  �� ��  �

� π ��

���������

��[�_� �_][�_� �_] �= {���[�] (� + � ���[�])� ���[�] (� + � ���[�])� � ���[�]}
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����������[����������������[��[�� �][�� �]� {�� �� � ��}� {�� �� � ��}]�

{{�� �� ���}� ���� �}� {{�� �� ���}� ���� �}� ��������������� → ����]

�

�

���������[�������[��[�� �]][�� �]� {�� �� � ��}�

{�� �� � ��}� ����������� → {� > �� � > �� � > �� � < � < � ��}]

� � � π�

��������[�������[��[�� �]][�� �]� {� > �� � > �� � < � < � ��}]

� (� + � ���[�])

�����������������������

���[�_][�_� �_] �= ��������
����(���)[�� �]� �(���)[�� �]� �(���)[�� �]

��[�][�� �] ��[�][�� �] - ��[�][�� �]�


���[�_][�_� �_] �= ��������
����(���)[�� �]� �(���)[�� �]� �(���)[�� �]

��[�][�� �] ��[�][�� �] - ��[�][�� �]�


���[�_][�_� �_] �= ��������
����(���)[�� �]� �(���)[�� �]� �(���)[�� �]

��[�][�� �] ��[�][�� �] - ��[�][�� �]�


���[��[�� �]][�� �]

���[�] (� + ���[�])�
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����������[�_][�_� �_] �= {{���[�][�� �] * ��[�][�� �] - ���[�][�� �] * ��[�][�� �]�

���[�][�� �] * ��[�][�� �] - ���[�][�� �] * ��[�][�� �]}�

{���[�][�� �] * ��[�][�� �] - ���[�][�� �] * ��[�][�� �]�

���[�][�� �] * ��[�][�� �] - ���[�][�� �] * ��[�][�� �]}} 

��[�][�� �] * ��[�][�� �] - ��[�][�� �]��

����������[�_][�_� �_] �=

������������(���)
[�� �]� �(���)

[�� �]� �(���)
[�� �] ����(���)

[�� �]�

�(���)
[�� �]� �(���)

[�� �] - ����(���)
[�� �]� �(���)

[�� �]� �(���)
[�� �]

�
 

�(���)
[�� �]��(���)

[�� �] �(���)
[�� �]��(���)

[�� �] - �(���)
[�� �]��(���)

[�� �]
�


����������[���[�]][�� �] // ������������

�

��

����������(�_)(�_� �_) �= ��������

����(���)[�� �]� �(���)[�� �]� �(���)[�� �] �(���)[�� �]��(���)[�� �] - � ����(���)[�� �]� �(���)[�� �]� �(���)[�� �]

�(���)[�� �]��(���)[�� �] +����(���)[�� �]� �(���)[�� �]� �(���)[�� �] �(���)[�� �]��(���)[�� �]

� -�(���)[�� �]��(���)[�� �]
�
+ �(���)[�� �]��(���)[�� �] �(���)[�� �]��(���)[�� �]

�/�


����������������������[���[�]][�� �]� ����������� → -��  � ≤ � ≤ ��  �� � > �

-
�

�

����

gaussiancurvature[x_][u_, v_] := Simplify[
          (eee[x][u, v]*ggg[x][u, v] - fff[x][u, v]^2)/
           (ee[x][u, v]*gg[x][u, v] -
                     ff[x][u, v]^2)] 

����������[�_][�_� �_] �= ��������[

(���[�][�� �]*��[�][�� �] -

�* ���[�][�� �]* ��[�][�� �] +

���[�][�� �]*��[�][�� �]) /

(�*(��[�][�� �]*��[�][�� �] -

��[�][�� �]��))]

�����[�_� �_� �_][�_� �_] �= {(� + � ���[�]) ���[�]� (� + � ���[�]) ���[�]� � ���[�]}
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�� = ����������������[�����[�� ���� �][�� �]� {�� �� � ��}� {�� �� � ��}� ���� → �����

������������� → ��������[{�� �� �}� ���������[�������[���]� ���]]]

����������[����[����������[

�����[����[����������[�����[�� ���� �]][�� �]� �����[�� ���� �][�� �]]�

{������ �����}]]� ��]� {{�� �� �θ�}� �� � ��� ���������� → ���������}�

{{�� �� �ϕ�}� �� � ��� ���������� → ���������}� ��������������� → ����]

θ �

ϕ �
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�������������������������������������������������

���������������[�_� �_] �= �����[����������[�����[�� ���� �]][�� �] > ��

���� ����������[�����[�� ���� �]][�� �] < �� �� ����� ���]�

��� = ����������������[�����[�� ���� �][�� �]� {�� �� � ��}�

{�� �� � ��}� ���� → ����� �������������������� → ������

������������� → ��������[{�� �� �� �� �}� ���[���������������[�� �]]]]
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����������[

����[{����������[{���������[����]� �����[�����[�� ���� �][�� �]]� �����[

����[����������[�����[�� ���� �]][�� �]� �����[�� ���� �][�� �]]� �����]}]�

���}]� {{�� �� �θ�}� �� � ��� ���������� → ���������}�

{{�� �� �ϕ�}� �� � ��� ���������� → ���������}�

��������������� → ����]

θ �

ϕ �

���������������������������

��� =

���[�����[����������[�����[�� ���� �]][�� �]� {�� �� � ��� ���}� {�� �� � ��� ���}]]

��������

��� =

���[�����[����������[�����[�� ���� �]][�� �]� {�� �� � ��� ���}� {�� �� � ��� ���}]]

-�������

���������������[�_� �_] �= �����[����������[�����[�� ���� �]][�� �] > ��

��������[�������[����������[�����[�� ���� �]][�� �]� {�� ���}]� �� �]�

����������[�����[�� ���� �]][�� �] < ��

��������[�� �� �������[-����������[�����[�� ���� �]][�� �]� {�� -���}]]�

����� ��������[�� �� �]]
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��� = ����������������[�����[�� ���� �][�� �]� {�� �� � ��}�

{�� �� � ��}� ���� → ����� �������������������� → ������

������������� → ��������[{�� �� �� �� �}� ���������������[�� �]]]
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����������[����[����������[�����[

����[����������[�����[�� ���� �]][�� �]� �����[�� ���� �][�� �]]� �����]]�

���]� {{�� �� �θ�}� �� � ��� ���������� → ���������}�

{{�� �� �ϕ�}� �� � ��� ���������� → ���������}� ��������������� → ����]

θ �

ϕ �
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